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Abstrak 

Penelitian ini mengembangkan dari hasil penelitian tentang pemodelan sistem antrian di salah satu 

cabang bank X dengan menggunakan coloured petri nets. Penelitian sebelumnya membutuhkan waktu yang 

cukup lama untuk memperoleh waktu pelayanan nasabah yang digunakan untuk menentukan nilai estimasi 

parameter sebagai validasi model tersebut. Tujuan penelitian ini adalah mengkonstruksi Petri Net sistem 

antrian bank X menggunakan software pipe v.4.3.0. Model petri net ini berbeda dengan model pada penelitian 

sebelumnya. Petri Net yang dikonstruksi lebih sederhana tetapi mampu merepresentasikan keadaan dan alur 

sistem yang sama. Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan model Petri Net menggunakan kestabilan 

Lyapunov untuk mengetahui kestabilan model tersebut. Hasil analisis kestabilan model sistem yang diperoleh 

pada penelitian ini menunjukkan bahwa model yang dibentuk menggunakan Petri Net merupakan model yang 

tidak stabil dan tidak dapat distabilkan. Model tidak stabil disebabkan oleh adanya transisi yang bersifat always 

enable.  

 

Kata kunci—Sistem Antrian, Petri Net, Kestabilan Lyapunov 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 

Bank merupakan badan usaha yang menghimpun dana dari masyarakat dalam bentuk simpanan dan 

menyalurkannya kepada masyarakat dalam bentuk kredit atau bentuk-bentuk lainnya dalam rangka 

meningkatkan taraf hidup rakyat banyak. Hampir seluruh elemen masyarakat memanfaatkan bank dalam hal 

ini yaitu menjadi nasabah bank. Hal tersebut disebakan karena bank memberikan banyak jasa yang dirasa 

memiliki banyak fungsi di tengah masyarakat. Diantaranya adalah menyediakan pembiayaan dan penempatan 

dana, memberikan kredit, dll. Banyaknya jumlah nasabah bank dapat menyebabkan adanya antrian dalam 

pelayanan bank. 

Antrian pelayanan bank merupakan salah satu kejadian sistem event diskrit yaitu perubahan 

keadaannya terjadi pada waktu tertetu. kejadian sistem event diskrit dapat dimodelkan menggunakan petri net. 

Beberapa penelitian tentang kejadian sistem event diskrit khususnya sistem antrian telah dilakukan 

(Hardiyanti, A., S., 2018; Dian, M., 2018; Osniman P, M., et al, 2021). Selain itu, Penelitan tentang kestabilan 

model sistem event diskrit menggunakan Petri Net yaitu kestabilan lyapunov pada pemodelan respirasi selular 

dengan petri net berwaktu (Melinda et al., 2019). Kestabilan model petri net dari sistem pembayaran tagihan 

listrik PT. PLN (Persero) Raya Ambon Timur dilakukan sebelumnya (Zumrotus S., 2021). Penelitian tentang 

konstruksi pemodelan sistem antrian bank menggunakan coloured petri net dan validasi model menggunakan 

Maxium Likelihood Estimation dalam menentukan nilai estimasi parameter (Rahmawati, S., 2016). Pada 

penelitian tersebut membutuhkan waktu yang cukup lama agar dapat memperoleh waktu pelayanan nasabah 

yang digunakan untuk menentukan nilai estimasi parameter. Oleh karena itu, tujuan penelitian ini adalah 

mengkonstruksi model Petri Net yang lebih sederhana namun mampu merepresentasikan keadaan dan alur 

sistem antrian pelayanan bank X pada penelitian sebelumnya. Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan model 

Petri Net menggunakan kestabilan Lyapunov untuk mengetahui apakah model tersebut stabil atau tidak, jika 

tidak stabil akan ditunjukkan apakah model dapat distabilkan.  

 

2. METODE PENELITIAN 
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Penelitian ini dilakukan dengan beberapa tahapan yaitu pertama membentuk bagan alur sistem antrian 

pelayanan bank. Alur sistem tersebut diperoleh dari penelitian sebelumnya (Rahmawati, S., 2016). Tahapan 

kedua mengkonstruksi model Petri Net sistem antrian pelayanan bank menggunakan pipe v4.3.0.  Ketiga 

menganalisa kestabilan model Petri Net sistem antrian bank menggunakan kestabilan Lyapunov. Beberapa 

teori terkait penelitian ini akan dipaparkan, diantaranya teori tentang Petri Net dan Kestabilan Lyapunov.  

 

2.1. Petri Net. 

Petri Net merupakan salah satu instrument untuk memodelkan suatu sistem kejadian diskrit. Pada Petri 

Net kejadian direpresentasikan oleh transisi. Suatu kejadian dapat terjadi jika beberapa keadaan dipenuhi. 

Keadaan dalam Petri Net berkaitan dengan place.   

Definisi Petri Net  adalah himpunan {𝑃, 𝑇, 𝐴, 𝑤} dengan 𝑃 notasi dari himpunan berhingga place yaitu 

𝑃 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛}, 𝑇 merupakan notasi dari himpunan berhingga transisi yaitu 𝑇 = {𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛}, 𝐴 

melambangkan himpunan semua arc (garis berarah) yang menghubungkan antara place dan transisi, 𝑤 

merupakan fungsi bobot dimana 𝑤: 𝐴 → {1,2,3,… } (Subiono, 2015). 

Representasi dari suatu Petri net dapat berupa notasi matriks. Petri net dapat direpresentasikan dengan 

dua matriks yang disebut dengan matriks backward incidence (𝐴𝑏) dan matriks forward incidence (𝐴𝑓). 

Masing-masing matriks memiliki ukuran 𝑛 × 𝑚 dengan 𝑛 adalah banyaknya place dan 𝑚 banyaknya jumlah 

transisi. Elemen dari matriks tersebut merupakan bilangan bulat tak negatif. Elemen pada matriks 𝐴𝑏 

merupakan nilai atau bobot garis busur berarah dari place ke transisi, untuk elemen matriks 𝐴𝑓 yaitu bobot 

garis busur berarah dari transisi ke place. Matriks incidence (𝐴) adalah representasi dari model Petri Net yang 

diperoleh dengan cara mengurangi matriks forward incidence (𝐴𝑓) dengan matriks backward incidence (𝐴𝑏) 

(Adzkiya, D., 2008) 

𝐴 = 𝐴𝑓 − 𝐴𝑏                                                                          (1) 

 

2.2. Kestabilan Lyapunov pada Model Petri Net Sistem Event Diskrit 

 Misalkan 𝑒𝑘 adalah notasi suatu vektor firing. Jika firing dilakukan hanya pada transisi 𝑡𝑗 pada saat 𝑘 

maka vektor firing 𝑒𝑘 = [0,0, … ,0,1,0,… ]𝑇 dimana elemen ke 𝑗 adalah 1 dan lainnya bernilai 0. Persamaan 

matriks yang menunjukkan perilaku dinamik yang ditunjukkan oleh model Petri Net yaitu sebagai berikut: 

 

𝑀𝑘 = 𝑀 + 𝐴𝑒 ;  𝑒 = ∑ 𝑒𝑘
𝑑−1
𝑘=0                                                          (2) 

 

matriks 𝑀𝑘 menunjukkan keadaan token pada place 𝑝𝑖 pada saat ke-k dan 𝑀 adalah matriks incidence dari 

model Petri Net mempunyai keadaan 𝑀𝑘 = [𝑀𝑘(𝑝1),𝑀𝑘(𝑝2),… ,𝑀𝑘(𝑝𝑚)]𝑇 menunjukan suatu keadaan 

sistem yang dimodelkan dengan Petri Net. Kemudian dimisalkan suatu fungsi Lyapunov 𝑣(𝑘,𝑀𝑘) = 𝑀𝑘
𝑇𝜙 

dimana 𝜙 adalah vektor dimensi 𝑚 dengan semua elemen bernilai lebih besar atau sama dengan nol merupakan 

vektor (strictly positive) (Smith, A., 2016).  

Proposisi 1. Petri Net disebut stabil jika memuat 𝑚 vektor dengan seluruh elemen vektor adalah positif, dengan 

kata lain dapat diperoleh vektor 𝜙 (strictly positive) sedemikian sehingga berlaku, (Konigsberg, Z.R., 2011):  

∆𝑣 = 𝑒𝑇𝐴𝑇𝜙 ≤ 0                                                                          (3) 

Karena vektor firing 𝑒 selalu bernilai positif minimal ada satu elemen vektor 𝑒 yang bernilai lebih besar dari 

nol. Maka persamaan (3) cukup dibuktikan dengan (Zumrotus, S., 2021) 

𝐴𝑇𝜙 ≤ 0                                                                             (4)   

 

Proposisi 2. Petri Net dapat distabilkan jika terdapat vektor firing pada transisi yang mempunyai vektor 

firing 𝑒, sedemikian sehinga berlaku, (Konigsberg, Z.R., 2011): 

𝐴𝑒 ≤ 0                                                                              (5) 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

3.1. Alur Sistem Antrian Pelayanan Nasabah di Salah Satu Bank 

Digambarkan suatu alur dari sistem antrian nasabah bank dari mulai nasabah datang masuk ke kantor 

bank, kemudian nasabah mengambil nomor antrian pada mesin yang teah disediakan, stelah memperoleh 

nomor antrian nasabah menunggu dipanggil oleh teller atau customer service (CS) sesuai dengan nomor 

antriannya. Pada saat teller dan CS siap untuk melayani kepentingan nasabah, maka teller atau CS memanggil 

nasabah berdasarkan nomor antriannya, selanjutnya nasabah dilayani oleh teller atau CS sampai selesai. Alur 

sistem tersebut ditunjukkan oleh bagan pada Gambar 1.  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. Alur Sistem Antrian Pelayan Nasabah Bank  

 

Berdasarkan penjelasan alur sistem pada 3.1 akan dikonstruksi model Petri Net pada sistem antrian 

bank. 

 

3.2. Model Petri Net Sistem Antrian pada Salah Satu Bank  

Model Petri Net dikontruksi menggunakan software pipe v4.3.0. Adapun model Petri Net yang 

dikonstruksi ditunjukkan oleh Gambar 2. 
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Teller CS 
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Gambar 2 Bentuk Pemodelan Sistem Antrian Pelayanan Nasabah Bank Menggunakan Petri Net  

 

Keterangan: 

𝑝1 = Nasabah antri mengambil no antrian bank 

𝑝2 = Nasabah menunggu urutan dipanggil Teller/CS untuk dilayani 

𝑝3 = Nasabah dilayani Teller 

𝑝4 = Idle / Teller yang siap melayani nasabah 

𝑝5 =  Nasabah dilayani oleh CS 

𝑝6 = Idle / CS yag siap melayani nasabah 

𝑡1 =  Nasabah datang ke bank 

𝑡2 =  Nasabah mengambil nomor antrian 

𝑡3 = Nasabah dianggil teller sesuai nomor antrian 

𝑡4 = Nasabah selesai dilayani oleh Teller 

𝑡5 = Nasabah dipanggil oleh CS sesuai nomor antrian 

𝑡6 = Nasabah selesai dilayani oeh CS. 

Dari model Petri Net yang ditunjukkan oleh Gambar 2, dapat dibentuk matriks backward incidence (𝐴𝑏) 

sebagai berikut: 

𝐴𝑏 =

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 

 

Dari model Petri Net yang ditunjukkan oleh Gambar 2 juga dapat dibentuk matriks forward incidence (𝐴𝑓) 

sebagai berikut: 

𝐴𝑓 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1]
 
 
 
 
 

 



 

 

https://jurnal.unsulbar.ac.id/index.php/saintifik 

72 

Kestabilan Model Petri Net pada Sistem Antrian Bank Menggunakan Metode Kestabilan Lyapunov (Suci 

Rahmawati, dkk) 

 

 

Matriks incidence (𝐴) 
𝐴 = 𝐴𝑓 − 𝐴𝑏 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1]
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0]
 
 
 
 
 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
1 −1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 −1
0 0 1 −1 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 −1 1 ]

 
 
 
 
 

 

 

3.3. Kestabilan Model Petri Net Sistem Antrian Pelayanan Bank 

Berdasarkan Petri Net yang telah dikonstruksi berdasarkan alur sistem pelayanan nasabah, selanjutnya 

akan di paparkan kestabilan dari model Petri Net tersebut. Kestabilan dianalisis menggunakan teori kestabilan 

Lypunov. 

Suatu Petri Net disebut stabil apabila memuat 𝑚 stricly positive vector 𝜙. Misalkan vektor 𝜙 =
[𝜙1, 𝜙2, … , 𝜙6]

𝑇 dengan mensubstitusikan pada persamaan (3) yaitu 𝐴𝑇𝜙 = 0 maka diperoleh vektor 𝜙 

sebagai berikut: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
1 −1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 −1
0 0 1 −1 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 −1 1 ]

 
 
 
 
 

 

𝐴𝑇𝜑 ≤ 0 

[
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0
0 −1 1 −1 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 1 −1
0 −1 0 0 −1 1 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝜙1

𝜙2

𝜙3

𝜙4

𝜙5

𝜙6]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

 

𝜙1 = 0 

−𝜙1 + 𝜙2 = 0 → 𝜙2 = 𝜙1 

−𝜙2 + 𝜙3 − 𝜙4 = 0 

−𝜙3 + 𝜙4 = 0 → 𝜙4 = 𝜙3 

𝜙5 − 𝜙6 = 0 → 𝜙5 = 𝜙6 

−𝜙2 − 𝜙5 + 𝜙6 = 0 

Misalkan: 

 𝜙3 = 𝜙4 = 𝑠,𝜙5 = 𝜙6 = 𝑡 

Jadi 

[
 
 
 
 
 
𝜙1

𝜙2

𝜙3

𝜙4

𝜙5

𝜙6]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
0
𝑠
𝑠
𝑡
𝑡]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
0
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

𝑠 +

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
1
1]
 
 
 
 
 

𝑡 
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Pada penyelesaian di atas terlihat bahwa didapatkan vektor 𝜙 yang tidak stricly positive. Oleh karena itu model 

Petri Net sistem antrian bank yang ditunjukkan oleh gambar 2 bersifat tidak stabil.  

Selanjutnya akan ditunjukkan proses apakah model sistem antrian tersebut dapat distabilkan, dengan 

menggunakan persamaan (4) yaitu  𝐴𝑒 ≤ 0 dengan memisalkan 𝑒 = [𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒6]
𝑇 diperoleh vektor firing 

𝑒 sebagai berikut:  

 

[
 
 
 
 
 
1 −1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 −1
0 0 1 −1 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 −1 1 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑒1

𝑒2
𝑒3

𝑒4
𝑒5

𝑒6]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

 

𝑒1 − 𝑒2 = 0 → 𝑒1 = 𝑒2 

𝑒2 − 𝑒3 − 𝑒6 = 0 

𝑒3 − 𝑒4 = 0 → 𝑒3 = 𝑒4 

−𝑒3 + 𝑒4 = 0 → 𝑒4 = 𝑒3 

𝑒5 − 𝑒6 = 0 → 𝑒5 = 𝑒6 

−𝑒5 + 𝑒6 = 0 → 𝑒6 = 𝑒5 

 

Misalkan: 

𝑒1 = 𝑠 

𝑒2 = 𝑠 

𝑒3 = 𝑡 

𝑒4 = 𝑡 

𝑒2 − 𝑒3 − 𝑒6 = 0 

𝑒2 − 𝑒3 = 𝑒6 

𝑠 − 𝑡 = 𝑒6 
 

Sehingga: 

[
 
 
 
 
 
𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒5

𝑒6]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

𝑠
𝑠
𝑡
𝑡

𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑡]

 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
1
1
0
0
1
1]
 
 
 
 
 

𝑠 +

[
 
 
 
 
 

0
0
1
1

−1
−1]

 
 
 
 
 

𝑡 

Hasil tersebut di atas menunjukkan bahwa model Petri Net sistem antrian pelayanan yang ditunjukkan 

oleh gambar 2 tidak stabil dan tidak dapat distabilkan, karena tidak memenuhi syarat bahwa vektor firing 

𝑒 selalu bernilai tak negatif (Zumrotus A., 2021). 

 

4. KESIMPULAN 

 

Berdasarkan pembahasan tersebut di atas, dapat disimpulkan bahwa: 

1. Bentuk model sistem antrian pelayanan nasabah bank yang dimodelkan dengan Petri Net adalah tidak 

stabil. 

2. Adapun penyebab model Petri Net tidak stabil yaitu dikarenakan terdapat suatu transisi yang selalu enable. 

3. Model Petri Net sistem antrian pelayanan nasabah bank yang ditunjukkan oleh gambar 2 merupakan 

bentuk model yang tidak dapat distabilkan. 
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4. Model Petri Net tidak dapat distabilkan karena tidak memenuhi syarat bahwa vektor firing 𝑒 selalu bernilai 

tak negatif. 

5. Berdasarkan penelitian ini Petri Net mampu merepresentasikan keadaan sistem antrian yang sama seperti 

pada penelitian sebelumnya. 

6. Penelitian ini dapat dikembangkan dengan membentuk model aljabar maxplus berdasarkan model Petri 

Net pada sistem antrian pelayanan bank yang ditunjukkan oleh gambar 2. 
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