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Abstrak
Konsep titik tetap suatu pemetaan sangat terkait dengan ruang abstrak pemetaan tersebut berada.
Ruang metrik kompleks merupakan perumuman dari ruang metrik. Dalam tulisan ini, dijelaskan mengenai
eksistensi dan ketunggalan titik tetap pemetaan C-kontraktif di ruang metrik kompleks Selanjutnya, hasil yang
diperoleh diperluas pada pemetaan C-kontraktif lemah dan ditunjukkan eksistensi dan ketunggalan titik
tetapnya di ruang metrik kompleks.

Kata kunci— titik tetap, C-kontraktif, metrik kompleks

1. PENDAHULUAN

Teori titik tetap merupakan salah satu subjek yang banyak dikaji dalam bidang matematika analisis
dikarenakan memiliki banyak aplikasi dalam bidang ekonomi, teknik, biologi dan sistem dinamik. Dalam
bidang ekonomi teori titik tetap digunakan dalam menentukan titik ekulibrium dari fungsi permintaan dan
penawaran. Selanjutnya, konsep titik tetap digunakan dalam menentukan solusi persamaan diferensial
nonlinear .

Konsep titik tetap dibangun oleh dua komponen utama yaitu pemetaan kontraktif dan ruang dimana
pemetaan kontraktif berada. Perkembangan teori ini dimulai dari pemetaan kontraksi Banach di ruang metrik
yang dirumuskan oleh Stephan Banach. Selanjutnya, teori ini mengalami perkembangan dengan melakukan
perluasan atau peumuman terhadap pemetaan kontraktif dan ruangnya. Salah satu perluasan konsep pemetaan
kontraktif adalah pemetaan kontraktif lemah (weakly contractive mapping) dan pemetaan C-kontraktif.
Selanjutnya, pemetaan C-kontraktif diperumum menjadi pemetaan C-kontraktif lemah. Dalam ruang metrik
lengkap dapat ditunjukkan eksistensi dan ketunggalan titik tetap pemetaan C-kontraktif dan pemetaan C-
kontraktif lemah.

Dilain pihak ruang metrik juga mengalami perumuman. Ruang metrik kompleks merupakan bentuk
perumuman dari ruang metrik. Di dalam ruang metrik eksistensi titik tetap pemetaan C-kontraktif dan C-
kontraktif lemah dapat ditunjukkan. Sementara eksistensi pemetaan C-kontraktif dan C-kontraktif lemah di
ruang metrik kompleks belum dilakukan penelitian lebih mendalam. Oleh karena itu, penulis merasa perlu
untuk mengakaji lebih dalam terkait eksistensi titik tetap pemetaan C-kontraktif dan C-kontraktif lemah di
ruang metrik kompleks. Dalam penelitian ini dirumuskan teorema titik tetap pemetaan C-kontraktif dan
teorema titik tetap pemetaan C-kontraktif lemah di ruang metrik kompleks.

2. METODE PENELITIAN
Penelitian ini merupakan penelitian studi literatur. Dalam penelitian dikumpulkan berbagai buku dan
artikel-artikel dari berbagai jurnal yang membahas konsep ruang metrik kompleks dan pemetaan C-kontraktif.

Selanjutnya, dirumuskan teorema titik tetap pemetaan C-kontraktif dan C-kontraktif lemah di ruang metrik
kompleks.
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Pada bagian ini akan dijelaskan teori pendukung dalam menenjukkan eksistensi titik tetap pemetaan
C-kontraktif lemah di ruang metrik kompleks.

2.1. Ruang Metrik Bernilai Kompleks
Ruang metrik bernilai kompleks atau ruang metrik kompleks dirumuskan oleh Azam et al. Diberikan

C himpunan semua bilangan kompleks dan z,,z, € C. Didefinisikan urutan parsial X pada C dengan
7, 3 2,jika dan hanya jika Re(z ) <Re(z,)dan Im(z)<Im(z,)
Dalam tulisan ini, notasi C" didefinisikan sebagai
(N :{z = X+iy‘X€R+ dan ye]R*}
Menggunakan urutan parsial tersebut didefinisikan ruang metrik kompleks. Berikut diberikan definisi ruang

metrik kompleks.
Definisi 2.1

Diberikan himpunan tak kosong X . Pemetaan d_ : X x X — Cdisebut metrik kompleks pada X apabila
untuk setiap X, Y,z € C memenuhi

i 02d.(xY)

i. d,(x,y)=0 jikadan hanyajika x =y

i, d(xy)=d.(y,x)

iv. d.(x,y)3d.(x,2)+d.(z,y)

Pasangan (X : dc) disebut ruang metrik kompleks.

Berikut diberikan definisi barisan konvergen dan barisan Cauchy di ruang metrik kompleks serta
teorema terkait sesuai yang dijelaskan oleh Azam et.al.

Definisi 2.2

Diberikan ruang metrik kompleks (X,d.), barisan {X,} = X dan xe X . Barisan {X,} dikatakan
konvergen ke X, apabila untuk setiap ¢ € Cdengan ¢ >0 terdapat N € N sehingga untuk setiap n> N
berlaku d (x,,x)=<c.

Barisan {X,} yang konvergen ke x ditulis lim x, = xdan x disebut titik limit dari {X,} .

nN—o0

Teorema 2.3
Diberikan ruang metrik kompleks (X,dc) dan barisan {xn}g X . Barisan {Xn} konvergen ke X jika dan

hanya jika |d, (X,,X)| =0 untuk n—> oo

Definisi 2.4.
Diberikan ruang metrik kompleks (X,dc) dan barisan {Xn}g X . Barisan {Xn} dikatakan barisan Cauchy,

apabila untuk setiap ceC dengan c>0 terdapat N €N sehingga untuk setiap N> N berlaku
d, (X, X;;m) < C untuk meN.

Jika setiap barisan Cauchy konvergen di (X,d_), maka (X,d,) disebut ruang metrik kompleks
lengkap.

Teorema 2.5
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Diberikan ruang metrik kompleks (X, d, ) dan barisan {x,}c X . Barisan {x,} adalah barisan Cauchy jika

dan hanya jika |d (X,, X, )| = 0 untuk n — oo

3.2 Pemetaan Kontraktif dan Titik Tetap
Diberikan (X, d)ruang metrik. Pemetaan T : X — X disebut pemetaan kontraktif apabila terdapat
bilangan 0 <k <1sehingga untuk setiap X,y € X berlaku

d(T(x).T(y))<kd(x) ®
Untuk setiap X € X didefiniskan T"*(x)=T (T"(x)) . Titik x X disebut titik tetap fungsi

T :X — X apabila T(x): X .Menggunakan pemetaan kontraktif di ruang metrik lengkap, maka dapat

ditunjukkan bahwa T mempunyai titik tetap tunggal. Teorema tersebut dikenal sebagai Teorema Titik Banach
seperti yang dijelaskan Banach dalam artikelnya.
Teorema 2.6

Jika (X,d) merupakan ruang metrik lengkap dan T : X — X merupakan pemetaan kontraktif maka T
mempunyai titik tetap tunggal.

Pemetaan kontraktif dapat diperumum dengan menggunakan fungsi naik monoton yang kontinu dan
dikenal dengan pemetaan kontraksi lemah. Hal ini sesuai dengan yang dijelaskan Rhoades sebagai berikut.

Definisi 2.7

Diberikan (X,d)ruang metrik. Pemetaan T : X — X disebut pemetaan kontraktif lemah apabila terdapat
fungsi ¢ [O, oo) - [0,oo) kontinu, naik monoton dan memenuhi go(t) = 0jika dan hanya jika t = Osehingga
untuk setiap X,y € X berlaku

d(T(x),T(y))<d(xy)-e(d(xy)) 2)

Teorema 2.8
Jika (X,d) merupakan ruang metrik lengkap dan T : X — X merupakan pemetaan kontraktif maka T
mempunyai titik tetap tunggal.

3.3 Pemataan C-kontraktif
Chatterjea merumuskan konsep C-kontraktif dan menunjukkan eksistensi titik tetapnya di ruang
metrik.

Definisi 2.9
Diberikan (X,d) ruang metrik. Pemetaan T : X — X disebut pemetaan C-kontraktif apabila terdapat

O<k< %sehingga untuk setiap X,y € X berlaku
d(T(x),T(y))<k[d(xT(y))+d(T(x).y)] 3)

Teorema 2.10
Jika (X,d) merupakan ruang metrik lengkap dan T : X — X merupakan pemetaan C-kontraktif maka T
mempunyai titik tetap tunggal.

Selanjutnya, Choudhury menunjukkan eksistensi dan ketunggalan titik tetap pemetaan C-kontraktif di

ruang metrik.
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Definisi 2.11
Diberikan (X,d)ruang metrik. Pemetaan T : X — X disebut pemetaan C-kontraktif lemah apabila terdapat

fungsi ¢:[0, oo)2 — [0,00) kontinu dan memenuhi ¢(, y) = Ojika dan hanya jika x =0 =y sehingga untuk
setiap X,y € X berlaku

4T T(y)=5[d (T (1) + Ty ]-o(d(xT (1)L (T(x)y) @

Teorema 2.12
Jika (X,d) merupakan ruang metrik lengkap dan T : X — X merupakan pemetaan C-kontraktif lemah

maka T mempunyai titik tetap tunggal..

3. TEORI TITIK TETAP DI RUANG METRIK KOMPLEKS
Pada bagian ini ditunjukkan titik tetap pemetaan C-kontraktif di ruang metrik kompleks.

Definisi 3.1
Diberikan (X , dc)ruang metrik kompleks. Pemetaan T : X x X — Cdisebut pemetaan C-kontraktif di ruang

metrik kompleks apabila terdapat 0 <k < 1 sehingga untuk setiap X,y € X berlaku

d (T (%), (¥)) Sk[de (% T () +de (T(0),y)] 5)

Dengan menggunakan definisi di atas, maka Teorema 2.10 dapat diperluas di ruang metrik kompleks lengkap.
Teorema 3.2

Diberikan (X,d,) ruang metrik kompleks lengkap. Jika T : X — X merupakan pemetaan C-kontraktif,
maka T mempunyai titik tetap yang tunggal.

Bukti:

Ambil sebarang X, € X . Untuk setiap ne N didefinisikan barisan

T n+1(X0) = T(Xn ) =X
Jika X, =X, 4 :T(Xn), maka X, merupakan titik tetap T .

Jika X, # X,,; , maka
de (X, %) = (T (X2), T (X,)
=<k dc(xn_l,T(xn))+dc(xn,T(xn_1))J
:k[dc(xnfl,xn+1)+dc(xn,xn)]
=kd, (X1 Xp.1)
jk[dc(xnfl,xn)+dc(xn,xn+l)]
Diperoleh
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(1_k)d0( n n+1) kd ( n-1’ )

d. (x,,x )j

n' n+l

Oleh karena itu,

c (XO’ X1)+(ﬁ)n+l dc (XO’ X1)+"'+(ﬁ)n+m_l dc (XO’ Xl)
= (%) de (%) 1+ () (55" |
3 () de (%0 %)

Karena k e (O%) , maka L € [O, %j . Akibatnya untuk n — oo, diperoleh

0<lim

n—o0

2 (%, X )‘<I|m

n? *'n+m

()" d. (%) =0 ©)

Jadi barisan { } adalah barisan Cauchy di X , sehingga (X { } adalah barisan konvergen. Misalkan barisan
{Xn} konvergen ke X € X . Perhatikan bahwa

do (X, T (X)) 3 A (X, %, )+ de (X0, T (X))
= d (% X,,0) +K[ d (%, T (x))+d, (x.T (x,)) ]
<1+k> ( )+, (3T ()

S (L+k)d, (%%,

d. (3T ()| < lim|(1+ k), (x,%,..)

lim =0 )
(XT(x ))‘:O atau T(x)=x. Jadi X € X adalah titik tetap
pemetaan T .
Andaikan z € X adalah titik tetap yang lain yaitu T( )= Z . Perhatikan bahwa

d(ZX) (T (2),T (%))
Sk[d. (2T (x))+d, (T (2))]
_k[d z,x)+d, (x,2)]

:k[ZdC (z,x) ]

Untuk N — oo, maka

n—oo

Oleh karena itu, lim|d,(x,T(x)|=0 atau

Karena ke(O,%), maka |dc(z,x)|£|2kdc(z,x)| hanya berlaku jika d,(z,x)=0 atau x=z . Jadi T

mempunyai titik tetap tunggal.

153
Teori Titik Tetap Pemetaan C-kontraktif di Ruang Metrik Kompkleks (Ansar A, Hikmah)



https://jurnal.unsulbar.ac.id/index.php/saintifik

Teorema di atas dapat diperluas menggunakan pemetaan C-kontraktif lemah. Berikut diberikan definisi
pemetaan C-kontraktif lemah di ruang metrik kompleks.

Definisi 3.3
Diberikan (X,dc) ruang metrik kompleks. Pemetaan T : X — X disebut pemetaan C-kontraktif lemah

apabila untuk setiap X, Y,z € X berlaku

dC(T(x),T(y))S%[dc(x,T(y))+dC(T(x),y)]—go(dc(x,T(y)),dC(T(x),y)) ®)

dengan @:C"xC" —C" merupakan fungsi kontinu sehingga (p(zl,zz)zO jika dan hanya jika

z,=0=12,.

Menggunakan definisi di atas, maka Teorema 2.12 dapat diperluas di ruang metrik kompleks lengkap seperti
yang dijelaskan dalam teorema berikut.

Teorema 3.4
Diberikan (X,dc) ruang metrik kompleks lengkap. Jika T : X — X merupakan pemetaan C-kontraktif

lemah, maka T mempunyai titik tetap yang tunggal.
Bukti:

Diambil sebarang X, € X . Untuk setiap n € N didefinisikan T (X, ) = X

n+l*

Jika X, =X,,; =T (X,), maka X, adalah titik tetap dari pemetaan T .

Misalkan X, # X, . Perhatikan bahwa

de (X0 Xo1) = (T (%), T(X,))
1

3510 (6 T 00+ (6, T (%02) ]= (0 (0T (%)), (%07 (3,)

1

:Edc (Xn—l’ Xn+l)_¢(dc (Xn—l’ Xn+1)’0)

N %[dc (Xgo X, )+ 8 (%, %00 ) | =@ (d, (%10 X,.1), 0)

1
:j Elidc (Xn—li X, ) + dc (Xn ’ Xn+l)]
Jadi untuk setiap n € N berlaku
dc(xn’xnﬂ)jdc(xn—ﬂxn) (9)
Berdasarkan urutan parsial di C yang telah didefinisikan sebelumnya, maka barisan {dc (X X )} dengan

n? *n+l

n? n+l n? n+l

Re(dc(x X )) merupakan barisan bilangan real positif yang turun monoton dan Im(dc(x X ))

merupakan barisan bilangan real positif yang turun monoton. Akibatnya, barisan {Re(dc(x X ))} dan

n?! *n+l

barisan {Im(dc(x X ))} merupakan barisan yang konvergen. Misalkan barisan {dc(x X )}

n?! n+l n? *n+l

konvergen ke z=x+iyeC dengan Re(d,(X,,X,,,)) konvergen ke XxeR dan Im(d,(X,,X,.,))

n?! n+l n’ n+l
konveregen ke y e R.
Akan ditunjukkan bahwa z = 0. Perhatikan bahwa
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dc( n? n+1)

1

1N

LA
NI, NI N

de (%0 T (%)) + 0 (%, T (xn_l))]—go(dC (xn_l,T (%,))d (x,,T (xn_l)))
d (X, 1s Xpu1)

[de (X0 %) +de (%, %) |

A

2

Untuk n — oo, maka
z=Ilimd ( - n+l) Ilmldc( nl’Xn+l)

—I|m|:d Xo1 X )+ 0 (X %) |

nN—oo

:%(z+z)
=z
Jadi lim1d, (X, X,,,) =2 atau limd_ (X,_,,X,,,) =22
Karena n’ n+l [d nl’ (Xn’Xn+1):| go(dc(xn—l’xnﬂ)’o) dan {d (Xn7Xn+l)}

konvergen ke z=x+iy € C, maka untuk n — oodiperoleh z 3 z—¢(22,0) atau ¢(2z,0)30. Karena
@:C"xC" —C" kontinu dan memenuhi ¢(X,y)=0jika dan hanya jika x=0=y , maka z=0. Jadi
barisan {d, (X, X,,, )} konvergen ke 0.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa barisan {X,} < X adalah barisan Cauchy.

Andaikan {xn} < X bukan barisan Cauchy, berarti terdapat c, € C dengan c, >0 sehingga terdapat

subbarisan {xnk} dan {ka } C {xn} dengan n, >m, >k sehingga untuk setiap k € N berlaku

d (X, X, ) 2 Co (10)
Untuk bilangan asli n, terkecil yang memenuhi n, > m, dan memenuhi (10), maka berlaku
d, (X, 10 %, ) < Co (11)
Perhatikan bahwa
CO r—jdc (Xnk ! Xm )

=0T (%), T (x,.4))
%[ )+dc(xmkfl,r(xnkfl))}—w(dc(w(xmk,l)),dc(xmkﬂ(Xnkfl)))
%[d X, 1% (ka_l,xnk )}—(p(dc(xnk_l,xmk),dc(xmk_l,xnk ))

Selanjutnya,
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c<d(x x)

0~ “c my g
rjdc(xmk’Xnk—1)+dc(xnk—1’xnk)
jco"_dc(xnk—l’xnk)

Untuk K > o0,
¢, 3limd ( o %o )<c +limd ( N 1,Xnk)

k—o0
=C,+0
=C0

Jadi limd (X %, ) =G

Perhatlkan bahwa

dan
dc(xmk—ﬂ nk)N C(ka,l,ka)+dc(xmk,xnk)
Diperoleh
Co <0+dc(xmk e )+O
=d, (X 1%, )
dan
dc(erlenk)Noﬂ“Co

Jadi Emdc(xmk_l,xnk):co
Untuk n, >m,, maka

c<d(x x)

0 ~ e m 7y

:%[dc(xmk X )4 (% )]~ (e (320 )1 ()
Untuk k — oo, maka diperoleh
C j%(co +Cy)—9(Cy,Cy ) (12)
Akibatnya, ¢(C,,C,)=0 atau ¢, =0. Jadi barisan {X,} < X adalah barisan Cauchy. Karena X adalah

ruang metrik kompleks lengkap, maka terdapat X € X sehingga barisan {Xn} konvergen ke X.
Selanjutnya, ditunjukkan bahwa pemetaan T mempunyai titik tetap tunggal. Perhatikan bahwa

d, (X T (X)) 3, (% X1+, (X,.0,T (X))
=d (X X,.0) +dc (T(x,).T(x))

S0 (0%,)+ 2 d (60T (0) 6, (6T (1)) = 0(d (1,7 (X)), (T (,))

Karena ¢ merupakan fungsi kontinu, maka untuk n — oo diperoleh
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d, (x.T(x)) 50+%[dc (x,T (x))+0]—gp(dc (x,T (x))O)
:%dC (x,T (X))—go(dc (x,T (x))O)

1
<=d,(xT
<La(x7(0)
Hal ini berarti d_ (X,T (x)) =0. Akibatnya, T (x)=x.Jadi T mempunyai titik tetap.

Andaikan X" dan X, adalah titik tetap dari pemetaan T dengan X # X,.. Perhatikan bahwa
d.(x",x)=d, (T(x)T(x*))
1 . . . «
jz[dc(x ,T(x*))+dc(x*,T(x ))}—(p(dc(x ,T(x*)),dc(x*,T(x )))

= dc(x*,x,,)—go(dc (%), d, (", x*))
Akibatnya, go(dC (x*, X,k),dc (x*, x*)) = 0. Kontradiksi dengan ¢:C"xC" > C".
Oleh karenaitu, X =x..Jadi T mempunyai titik tetap yang tunggal.

4. KESIMPULAN

Ruang metrik kompleks merupakan perumuman dari ruang metrik dengan menggunakan metrik
bernilai kompleks. Dalam artikel ini, ditunjukkan bahwa pemetaan C-kontraktif dan pemetaan C-kontraktif
lemah memiliki titik tetap yang tunggal di ruang metrik kompleks.
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